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Courbes Paramétriques

Ce cours est une compilation :
- Cours Loic Barthe (IRIT-UPS Toulouse; Equipe Vortex)
- Cours de Christian Jacquemin (LIMSI- Paris 11)

- Cours de Marc Daniel (LSIS- Marseille)
- Cours G. Gesquiere Master Imagina, DUT Informatique- Arles




Notion de courbe paramétrique

* Une courbe est engendrée par le déplacement d'un point P dans I'espace

* Pour faciliter l'interprétation, on peut prendre le temps t comme parametre; mais n'importe
quel scalaire u permet de décrire une courbe dans I'espace.

P(t)

* A noter : Le point P(x,y,z) a les mémes coordonnées que le vecteur O P’




Définition

* Un courbe paramétrique dans l'espace R? est définie par une fonction

f: R - R

x(u)=f
u = Plu)=iy(u)=f,(u)
z(u)=f

* Ainsi, pour chaque valeur du parametre u, on calcule indépendamment les trois coordonnées x,
y et z du point P(u)

* Une méme courbe peut avoir plusieurs représentations paramétriques différentes




Exemple

Equations paramétriques du cercle de rayon r, centré a l'origine (dans R?):

u€el0,2|

ue —oo,—l-oo[

P(r/2)
P(r) P(0)
P(3m/2)
P(1)
P(+o0) P(0)
P(-e0)




Représentation d'une droite

, : oy | : ; : .
 Representation paramétrique d'une droite de R’ passant par deux points P, et P, :

¢

x(u)=(1—u)x,+ux,
P(u){y(u)=(1—u)y,+uy, UER
z(u)=(1—u)z,+uz,

P(u)=(1—u)P,+uP,

\

« Cette représentation conduit a la notion d'interpolation linéaire, en effet, quand u varie entre 0 et 1, le
point P parcours linéairement le segment de P, jusqu'a P,

P

2




Représentation d'une droite

Une droite peut aussi €tre représentée a partir d'un point P,et d'un vecteur v:




Représentation d'une courbe

* En modélisation géométrique, on utilise essentiellement un parametre borné et le plus souvent
normalisé:

ue [0, 1]

* Ceci est intéressant pour les applications ou I'on traite des morceaux de courbes




Introduction: géométrie différentielle

» Parameétre sur une courbe : u € [0,1] ou abscisse curviligne : s € [0,€].

— s est la longueur parcourue le long de la courbe depuis son origine.

]
N

u




Courbes paramétriques : Cubiques

* Ce sont les courbes polynomiales paramétriques de degrés 3. Leur représentation algebrique
est la suivante:

plu)=av’+bu'+cu+d . u€l0,1]

qui doit €étre comprise de la fagon suivante:

f
x(w)=a u’+b u'+c utd,

P(u)-'<y(u)=ayu3+byu2+cyu+dy
z(w)=a,w’+b u'+c,utd,

\

« Comment un utilisateur peut-il tracer la courbe qu'il imagine 77?7
— (C'est quasi impossible si la cubique est manipulée sous cette forme

— Il est nécessaire d'introduire des parametres de controle qui sont intuitifs et facile a
manipuler




Cubique d'Hermite

e L'équation de la cubique est reformulée en fonction de parametres géometriques qui sont : son
point de depart P, (u=0), son point d'arrivée P, (u=1) et leurs tangentes respectives V(= p(0))

et V, (:P<1) )-

— Coefficients géométriques:

P,=p(0)=d fd:Po
<P1:p(1)=a-|—b—|—c+a’ | <C:V0

V,=p(0)=c d'on b=—3P,+3P,—2V,—V,
V.=p(l)=3a+2b+c \a:2P0_2P1+V0+V1

\

— Ce qui nous donne la représentation géométrique en remplagant a, b, ¢ et d par leur correspondance en
fonction de PO, P1, VO et V1

[
F,(u)=2u"-3u’+1
F :_2 3+3 2
pu)=F (u)Py+F,(u)P,+F,(u)V,+F,(u)V, < 5 (u) 3 u : u
avec F3<u):u —2u'+u
\F4(u)=u3—u2

plu)=av’+bu’+cu+d , u€l0,1]



Cubique d'Hermite : forme matricielle

Ceci nous amene a une forme matricielle d'une cubique :

[ -2 1 1]P,

3 3 -2 —1||P

=UMB=[u" v’ u 1 !
p(u) AR | "
10 0 o]y

Cette représentation est souvent appelée « cubique d'Hermite »




Cubique d'Hermite : dérivées

La dérivée (vitesse) de la cubique est une fonction ayant la forme matricielle suivante :

0O 0 0 0P
6 -6 3 3 |P,
-6 6 —4 2|y,
0 0 1 0]y,

pu)=UMB=\v’ u" u 1

La dérivée seconde (accelération) de la cubique est une fonction lin€aire ayant la forme
matricielle suivante :

[0 o o o7

. . 0o 0 0 o0]|P
—UMB=\uv" u’ ] 1
plu SRR BT ST B R 7
-6 6 —4 2]y




Exercice III- Interpolation

Reconstruisez une courbe de continuité C° a partir des positions obtenues a différents temps t :

t=0.3 t=0.5

@
t=0.7

Reconstruisez une courbe de continuité C' a partir de des mémes positions :

t=0.1

t=0.3 t=0.5

@

t=1

t




Exercice III- Interpolation- Solution

- Reconstruisez une courbe de continuité C° & partir des positions obtenues a différents temps t :

t=0.3 t=0.5

t=0.7

* Reconstruisez une courbe de continuité C' a partir de des mémes positions :

t=0.7




I- Exercices sur Hermite

]1-

P(1/2)x = 1

P(1/2)y= 0,25
03

POx 0

POy 0
0,25

P1x 2

P1y 0

VOx 1 02
VOy 1
Vix 1

V1y -1 > 0,15
0’1 / \
0,05 / \




I- Exercices sur Hermite

° 2: PO (0,0), Pl (290), VO (494)9 Vl (49_4)

P(1/2)x = 1
P(1/2)y= 1
12
POx 0
POy 0
1
P1x 2
P1y 0

VOx 4 0,8
VQOy 4
V1x 4

4 > 06

V1y

0,4

VAR




I- Exercices sur Hermite

¢ 3: PO (090)9 P1 (290)9 VO (898)9 V1 (87_8)

P(1/2)x = 1
P(1/2)y=
2,5
POx 0
POy 0
P1x 2 2
P1y 0
VOx 8
VOy 8 15
V1x 8
V1y -8 >
1

0,5




I- Exercices sur Hermite

. 4 PO (070)9 P1 (290)9 VO (_490)9 V1 (470)

P(1/2)x = 0
P(1/2)y= 0 ;
0,9

POx 0
POy 0 08

P1x 2
Py 0 07
VOx -4 0,6

VOy 0
> 05

V1x 4

V1y 0

0,4

0,3

0,2

0,1




I- Exercices sur Hermite

e Autre exemple

P(1/2)x = 1
P(1/2)y= 0
POx 0
POy 0
P1x 2
P1y 0
VOx -1
VOy -1
V1x -1
V1y -1

0,05

-0,05
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Courbes de Bézier




Un modele de courbes paramétriques

p{u]=z N¢(u)P, uela,bl

i =0

davec

ZN?{H)ZI Yuela,b|
i=0

« un point de la courbe est une combinaison affine des points de contréle P,

Ainst la position des points de la courbe relabhvement aux points de controle reste invanante par
transformation affine.

C'est a dire que pour toute transformation affine @, la courbe image P(p(u)) a pour points de controle les

points P(F ).



Polynéme de Bernstein

« L'idée est de partir du développement binomual :
1 I .
1=lu+1—ul| =) [F)u’il —u|
: I
i=0 1

Ains, on obtientune somme de n+1 pelynomes appelés . polynomes de Bernstein de degrén :

Bf{u)=(f1)u"|l—u]n o i =0.....n
i

ou
W
1] /n—1)!




Graphe des Polyn6mes de Bernstein

Ouelgues exemples
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Graphe des polynomes de Bernstein
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Quelques propriétés

*  Propriétés :
— pour un degre fixe, ils sont inéarement independants,

— 1ls sont symetriques BH{H}z B: L {1 —H)

M
— ils forment une partiton de 1'unité Z B:i (H}z 1 YuelR
i=10
— ils sont positifs pour u dans [0,1] B:i(u) =) Y HE[ 0?1]

— 1ls satisfontla formule recursive :

B! (u)=uB] (u)+(1—u)B}(u)



Courbes de Bézier

Courbe de Bézier:

p{u]=i B'(u) P, ues|0,1|

— lespoints P, (1=0..n) sont les n+1 points de contréle de la courbe,

— la courbe est d'ordren+l1 et son degreé estn,

— les B sont les pelynomes de Bemnstein de degre n. Is définissent les fonctions de base (ou fonction de

melange) de la courke

Le nombre de points de contrédle est directement lié au degré de la courbe : degré n <5 n+1 points de
contréle.

Exercice ™
— ooitla courbe de B ezier contrdlee parles quatre points P, (0,03, P.(5,5), F,(10.,5), P,(15.0).

— Caleculez p(0), p(1/4), p(1/2), p(3/4), p(1) en fonction des P, puis faites l'application numeénque et tracez la courbe.




Exemples de courbes de Bézier
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Portée des fonctions de base

Gnuplot 2r e
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Quelques propriétés

— Lasymétnie du pelynome de Bemstein implique que :

M H
M Ly
p(u)=2 B(u)P,=) B!(1-u)P,
i=0 i=0
« anst, la courbe est la méme qu'elle soit parcourue de 0aloudel al.

— Soittefab], t=a(lu) +bu), azb,

alors ¥

pltlull=p(t)=> B!'(u)P,

— Lacourbe de Bézier interpole le premier et le demier point de controle (uw €[0,1]):

p(0)=P, pll)=P,

— Elle est tangente au premier et au dernier segment du polygone de controle.



Enveloppe convexe

— La courbe est inclue dans l'enveloppe convexe de son polygone de controle (car les polyndmes de
Bemstein sont poatifs sur [0,1]).
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Se rappeler du cas du barycentre d'un ensemble de points (qui sera compris entre ces points).



Boite englobante

En prenant individuellement le min et le max de chaque coordonnée des points de contrdle, on

obtient une boite englobante de 1a courbe quu est paralléle aux axes :

Gnuplot

10

=i

L
Foints de controle o

- P.
= . B Paluanmes de rankenle
= -]
P = Cowrbe de Bezier ——
1 =
!
{ F:
2
| y
|
\
1
S,
L 523 "\-1\ - B
.__..-'" ""'\-\. \"-\_‘
g H““H—._ .'L
T e
»
r
-
X
;
F
-l-..
£
/ P
F} 4 4
0 F'




Algorithme de De Casteljau

* Cet algonithme s'appuie sur la formule de récuwrrence swmvante :
! n—1 0
plu)=> B u)P’=> B" 'u)P'=..=) B)(u)P!'=P;
i=0 i=0 i=0
ou

Pi'=(1—u)Pi+u P!

Exemple avec n=3 et u=1/4 :

PD3 est le point p(1/4)




Algornithme de De Casteljau

Exercice :

— Appliquez l'algorithme de De Casteljau pour tracer p(1/2) et p(3/4)

0



Algonthme de De Casteljau

Exercice :

— Appliquez l'algorithme de De Casteljau pour tracer p(1/2) et p(3/4)




Algorithme de De Casteljau sur n points

Définition récursive de de Casteljau (suite et fin)
Ireillis illustrant le calcul récursif des barycentres dans le cas d'une courbe a 5

points de controle.
4 Foint sur la courbe
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Propriéte de variation

*  Une courbe de Bézier ne peut pas avoir plus d'intersections avec une droite que le maximum
d'intersection possible entre son polygone de contrdle et une droite quelconque.

Au plus 2 intersections entre
la courbe et une droite



Raccordement des deux courbes

Elle est assuree en faisant coincider les points extrémes :
F

Confinité de classe C;{ou G,)

Pl _ P1 P, = r’,t



Raccordement des deux courbes

Continuite de classe Gl

La continuité de classe G, est verifiee ssi les points extréemes sont

confondus et les segments extrémes alignes :
F

Confinuiia da slazeza G.



Raccordement des deux courbes

Continuite de classe El.

La continuite de classe C, est verifice ssi les points extremes sont confondus =t

situes au milieu du point qui les précade et de celul qui [es suit 4
Confinuité de classe C .l:=

Ilj. l"_ - P.I. ¢1 ||-1 |-|-_ - l:'; |:;_

P %



Exercice IV- Raccordement C?

« Exercice :

Donnez les conditions sur les parametres de controle de deux cubiques d'Hermite pour qu'elles
soient raccordées avec une continuité C.

Si les courbes sont raccordées avec une continuité C2, que peut on dire de la variation de la courbure
le long des deux courbes ?

» Recollement :

— On cherche a recoller 2 segments de courbes,
e Cl1, paramétrée par M1(t), t appartient a [0,1]
e (C2, paramétrée par M2(t), t appartient a [0,1]
- SiM1(1)=M2(0) il y a continuité G°

M2(1)
M1(0) M1(1)=M2(0)




Exercice I'V- Solution - Raccordement C>

*  Continuité C?si les vecteurs dérivées seconde sont égaux

 La courbure entre les deux morceaux sera constante.




Exemple de modélisation de courbe complexe
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